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II. 
SUR LES VIBRATIONS DES CORPS ÉLASTIQUES ISOTROPES 


«Acta Mathematica », vol. 18, 1894, pp. 161-232. 


INTRODUCTION. 


1. Les lignes caractéristiques jouent un róle tres important dans la 
théorie des équations différentielles aux dérivées partielles à deux variables 
indépendantes. Leur étude a été développée dans l'ouvrage de M. Du Boris 
REYMOND dont la première partie a paru en 1864 et dans un court article 
du même auteur qui a été publié en 1883. 

Mais dès 1860 RIEMANN dans son mémoire sur la propagation du son 
avait montré l’avantage qu’on peut tirer de la considération des lignes 
caractéristiques dans l'intégration des équations différentielles. Les idées 
de RIEMANN ont été reprises tout récemment par M. DARBOUX qui leur a 
consacré un chapitre de son ouvrage sur la théorie des surfaces pour les 
appliquer à une équation qui offre le plus grand intérêt dans la physique 
mathématique et la géométrie. 

Il serait intéressant de généraliser la théorie des caractéristiques aux 
équations à trois variables indépendantes; mais il paraît avantageux de 
faire précéder à cette extension l'étude approfondie de quelques équations 
particulières. Les résultats relatifs à la généralisation des caractéristiques 
qu'on obtient de la sorte, et les méthodes qu’on est porté à suivre peuvent 
servir de guide pour une étude générale car ils offrent le moyen de s'orienter 
et de trouver son chemin dans un champ tout à fait nouveau. 

C'est pourquoi j'ai essayé de généraliser la théorie des caractéristiques 
au cas d'un système d'équations différentielles aux dérivées partielles à trois 
variables qui se présente dans la physique mathématique. C’est le système 
des équations différentielles des vibrations des corps élastiques isotropes 
lorsque les déplacements des points sont indépendants d’une coordonnée. 
Les mêmes équations paraissent dans la théorie des vibrations des mem- 
branes élastiques. Elles sont les suivantes: 


e 214 4 3? y # = 2 On Cv 
Parirr14 Er + 55) + G Ml +3) + X, 
SE EY aA 2. a 9 [de êv 

Mrs se (5 y) tO os y) . 
Pw 2w cw 

37 =e (SE +) +2, 


WWwW:FCin.org.pl 


20 III. — Sur les vibrations des corps élastiques isotropes 


où les quantités constantes a, 4 représentent les vitesses de propagation 
des ondes transversales et longitudinales. 


2. Si nous concevons que x,y,%2 soient les coordonnées cartésiennes 
d'un point de l’espace nous pourrons borner nos considérations à un espace 
à trois dimensions. Quels sont maintenant les éléments qui joe dans 
ce cas le même rôle que les lignes caractéristiques dans les équations à deux 
variables? Prenons pour sommet un point quelconque de l’espace et condui- 
sons deux cônes de révolution dont laxe soit parallèle à l’axe £ et dont 
les ouvertures soient 2arctga,2arc tg 6. Ces cônes jouent le rôle de 
cônes caractéristiques. Je donne dans ce mémoire les formules par lesquelles 
on peut calculer les valeurs des fonctions inconnues au sommet des cônes 
lorsqu'on connaît les valeurs des mêmes fonctions et de leurs dérivées sur 
des surfaces quelconques limitées par une nappe ou par les deux nappes 
de ces cônes. 


3. En particularisant les formules on peut en obtenir d’autres qui ont 
une application directe en physique mathématique. 

Il est connu que la conception du principe de HUYGHENS a présenté 
beaucoup de difficultés jusqu’à ce que KIRCHHOFF donna sa formule qui 
présente ce principe sous une forme rigoureuse et générale. Pour les ondes 
cylindriques on ne connaissait pas la formule correspondante, car on ne 
pouvait pas la trouver en employant une méthode tout à fait semblable 
à celle suivie par KIRCHHOFF. En effet j'ai montré dans l’Art. 11%w* que 
dans le cas des ondes cylindriques les intégrales qui ont la forme de celles 
dont KIRCHHOFF a fait usage, sont polydromes, c’est à dire présentent la 
même particularité que j'ai observée pour les intégrales de LAMÉ relatives 
aux équations de la double réfraction ©. Pour employer la méthode 
GREEN- KIRCHHOFF il faudrait alors modifier l’espace par des coupures, 
et l’on trouverait des résultats fort différents de ceux qu’on voudrait 
obtenir. 

Au contraire, en particularisant les formules générales dont j'ai parlé 
dans le paragraphe précédent, on peut trouver sous trois formes différentes 
l'expression mathématique du principe de HUYGHENS pour les ondes cylin- 
driques. Lorsque les vibrations sont harmoniques l’une d'elle se réduit 
à celle qui a été trouvée par M. WEBER dans son mémoire sur l'équa- 
tion Au + k u =00®, de la même façon que la formule de KIRCHHOFF 
se réduit à une autre formule que M. HELMHOLTZ avait donné antérieu- 
rement. 

Enfin on peut trouver que les surfaces caractéristiques jouent un rôle 
dans une question du calcul des variations et l’on peut trouver par là une 
application de ces surfaces à la théorie du choc dans un milieu élastique. 


(1) «Acta mathematica », vol. 16, 1892, p. 153. [In queste «Opere»: vol. primo, XXXIII, 


p- 154]. 
(2) «Math. Annalen », vol. 1, 1869, p. 1 
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i _  ——_———_——___—__— _ _—_—  _ _  _ _—______—_—_—__—a  —"————————————— ————— 


Art. 1. — LES FORMULES FONDAMENTALES. 


1. Les équations que nous allons étudier sont les suivantes 


82 w 22 w 82 w 
(A) a A 
DM. Y (E pl 0? u 4 Ne. PH Ov 
2 | A+) A CES 
+ RS Lee 2 y E Le 0: Pot Ov 7 
(O A 
où 2,06 sont des constantes et l’on a 
b> a. 
Soient a”, b', a”, 6” des nouvelles constantes telles que 
(1) b?— æ = bp? — q? — pr? aR æ'": 
on aura 
a—a? = bp — b = R 
, 
(2) ! la , 
d—a=8# #5" À", 
et les équations (B) pourront s'écrire 
o? u 219 u NT de LOSC D du 
| 972 ms OER ay? G a ) 5 SRE TU 


(B”) 


3z? 2 ax? 


vy vy O do pri ma Lu 

| 2 r A y Y 

2. Commençons par trouver la formule fondamentale relative à léqua- 
tion (A). Regardons x, y, comme les coordonnées cartésiennes des points 
de l’espace et supposons que dans un champs S à trois dimensions l'inté- 
grale w de l’équation (A) soit régulière. 

Si nous désignons par E le contour du champ S, on aura, en intégrant 
par parties, ; 


RR [or zas = fun EL — e ($2 as 


Sw 
— fro, (E cos nt — a? ES COS nx + SE cos ny) dz 


` Iw, Iw 4 Iw, Iw Iw, Iw 
e ENE (E a ETS <))as 


où w, dénote une nouvelle fonction régulière dans le champ S, et # est 
la normale à la surface X dirigée vers l’intérieur du champ S. 
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De méme on aura 


Iw, Saz Jis: Sw ow, w 
IG "DA Are Se 


few ; cw, cw, dE 
= Jr -y cos mt— a OEA SY 
z 


Par suite en posant 


2 w, ¿(vw ew, 
(4) near ah per A 
Sw > (0 Iw E 
(5) -py COS mt — a (E cos nx + zy Cos ny) + Wi 
ew, i cw, w, 
(6) —37 COS mt a? | cos nx + -y cos ny j = W, 


l'équation (3) pourra s'écrire 
gen f (a, Z —wZ,) dS = CAA — an W) 43. 
S z 


La formule qu'on vient de trouver est la formule fondamentale qu’on 
cherchait. 


3. Nous allons maintenant procéder d’une façon analogue pour trouver 
une formule semblable pour le système des équations (B). | 

u ,U,u,,U, étant quatre fonctions régulières dans le champ S, et les 
deux premières étant des intégrales des équations (B), on aura 


[aX + Y) dS = alba Tae a a 


oy 
cy 02 y y r na Pu 
2 2 2 2 
T al LOA 2x2 4 dy? (6 Q ) dx s] 


du ps 


= —f | «a [SE cos me — (6 à y pes y) os nx — (ar — a 2x) cos ay 
$ 


A 


+ 0, o cos nt—|a Ped — an) cos nx — (6 3 +05? 3) cos ny! ¡dz 


dx dy 


du E 09 \ 94 2 à ) du OV à 
=A di 2 CU 12 CU À ah, aura ¡0D À À cU 
Mi LL ua a Li 


ds dy) dx sé y dx) oy ot Of 
SIA = Qu y 91 
a LU Te O Ve 
(a dx +! 3) dx (s oy e as) oy las. 
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Mais la dernière intégrale qui paraît dans la formule précédente peut se 
transformer dans l'expression suivante 


Í 


du à 
mt — 2 12 — ce IO AG CRE > 
u | 3 cos nÉ (re E b as COS AX (a 3 a 3 ) cos ny! 


Par suite en posant 


2 Un o” uU o Un Uv 
2 Lens Mel NÉS AR MEE ES 
| T E T MT RA ay — Xa 
4 
z | Pr nidos poi pio als) Sata 
ar? ox? ay? dx dy Fa 
Ou za 04 la W 2 du :3 Le 
| zy COS nt (6 T + à Z )cos nx —(a De rY £Z ) cos ny. = We, 
(8) | dy dy dy Ju 
na aae ad E., 112 RES Que 2 112 sii 11 
zz COS #4 (a a = | COS nx (s ay ANS ) cos HVIS Vo, 
du Ur, 0. PD, y, n, W A 
cos nt — (D + 6? cos nx —| ar — a" ] cos #y = Ur, 
J 9 oy dy x 
(9) A A à A 
ne cos nt — | a? A 2 cos ma —(6* a =- ge a os” V; 
ET dx y Sy TO ado dia 


on aura 


(D) [tra x + Y —u Xy —uYaJdS — feu: ma LV} dE 


qui est la deuxième formule fondamentale qu’on cherchait. 


Art. 2. — LES INTÉGRALES FONDAMENTALES. 


I. Soit p(7,É,n) une intégrale de l'équation 


(1) Mb eg Md Me 
Jul ds | Sp ? 


il est evident que 


(2) w = p(+ QE), 4 —%:,Y — Yi); 
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Ír, X1; y, étant des constantes arbitraires, sera une intégrale de l'équation | 
(A) en supposant Z=0. De même on vérifiera aisément que les deux 
systèmes de fonctions 


apra 1] Ma à. CMS I GR 


| y ' 
(3) | 3 
| PE OP A EN E 
dx A 
| PAL A à her se (nee UN 
(4) | S Bg (b (A) 110 Y: 
cy : 


satisferont aux équations (B) si l’on suppose X = Y =0. 
On pourra donc trouver des intégrales particulières des équations (A), 
(B),X,Y,Z étant nuls, en intégrant l'équation (1). 


2::S0it 
ET 


on aura tout de suite deux intégrales de l'équation (1) 


(5) Po = log p, 
(6) 0, = x log p. 
Mais considérons les intégrales de l’équation (1) qui ont la forme 
p = 74(0) 
où 
A YA 
p 


L’équation (1) alors se transforme dans la suivante 
0? (1 — 05 p” + 0 (2n — 0) pY Fn (n— 1) y =0. 


Examinons les deux cas qui se présentent lorsque 1 = O, n = I. 
Dans le premier cas on trouvera l'intégrale e 


d, = log (6 + y — :) 
qui sera réel si 0 > 1, ou l’autre 
d, = arc sin O + const. 
qui sera réel si |0| < 1. 
Dans l’autre cas on aura l'intégrale 


Y, MERE LL 108 (0 =-ÿ0 1) 


si 0 > 1, ou 


Vi — 62 
EN 


Y, = 


+ arc sin 0 


si 101 <Y 
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= Dans tous les cas on prendra les radicaux avec leur valeur absolue. 
: On tiré de là les intégrales suivantes de l’équation (1) 


o, = log (0 +/0*—1), 


d, = E + log (9 — 18 —1)| , 


- qui seront réels si 0 > 1, et 


j o, = arc sin 9, 


| D, = ques + arcsin 0), 


qui seront réels si |[0| < 1. 


3. Nous allons maintenant chercher les intégrales de l'équation (1) 
`. qui ont la forme | 


= T" (£(0) + x (0) log p) 
dans le cas |0| 1. L’équation (1) se transforme aisément dans l’autre 
(© (1 — 0) O (2n — OMS» (a 1) f + 20%) 
| + log p (6° (1 — P) "+0 (2% —0)X'+ (x —1)x) = 0, 
- d’où l’on déduit 


0 (1 — 0) 71 + 0(2m—0)Y%+n(n—1)4x =0, 


(7) 0? (1 — HO On AFF n(n—1)f+28x o. 


Supposons maintenant # = 0. En s'appuyant sur les résultats précédents 
on pourra prendre pour intégrale de la première équation 


% = arc sin O 


. et par suite en intégrant l’autre on trouvera pour f, 


fa Î log (1 — 0) 2 


œ 
En ajoutant à fo + y. log p l'intégrale ọ, après lavoir multipliée par une 
‘Constante, on trouvera 


| 8 
9 = 6 + | log (1 — 0°) 


o 


l 40 
Vi — 02 


+ log p-(arc sin 0 + c’) 


qui sera une nouvelle intégrale de l’équation (1). Les quantités c, qui 
. paraissent dans la formule précédente sont deux constantes arbitraires. 
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Faisons maintenant # — 1 dans les équations (7). Pour intégrale de 
la première équation on pourra prendre 


X: = ee + arc sin 0 


et en intégrant la seconde on aura 


Ts =| EF log (1 — 03 20. 


En formant l'expression 


r(f, + X log p) + c0,, 


nous aurons 


Vi — 0? 
0 


ð, [ft log (1 — 09) 40 + log e + arcsin0 +0), 


qui sera la derniére des intégrales de l'équation (1) dont nous nous ser- 
virons. 


4. Employons maintenant la formule (2); en l’appliquant aux trois 
intégrales (,,,, 9, on trouvera 


6) w, =10g (£ 460 LEE ;), 


(8”) w, = arc sin SE +c, 


03 


(8”) U tl + [los srka. -a = log 7 (arc sin cima — ed, 


où l’on a posé pour simplifier 


py PRET 4 r =} (x —2,) + (y —y,*. 


Dans la première intégrale nous prendrons le signe supérieur lorsque 
4 > 1, et nous prendrons le signe inférieur si 4 <f. 


5. Appliquons enfin les formules (3), (4) aux intégrales ®,, D, , ®.; 
on aura: 
en partant de ®,: 


| My = ) = Xe sino, 

(9) s à 
| v= — 1) =—-"cos0, 

/ Rz 
| Ts == 7 608 ©, 

10 
(10) | ro 

u, = — sino, 

Y 
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en partant de ®,: 


| bis de (Y Yi) = Sno, 
(11) i 
Pa a 
v =— (+ — r) = — -os o, 
| w; = z a—x)= coso, 
(12) ( 5 
l UATE -s (Y— 9) = 2 sino, 
en partant de ® 
| Us = (y — y) = Le sin o», 
(13) 
| Uis =(a—x = —L coso 
5 2 I r , 
| Us == E (x — x,) = Se cos o, 
(14) ' 
se E (y — 71) = Le sino, 


où l’on a posé pour simplifier 
LÉ last étais Là Lane | + alt—t,) (arc din EE 0), 
A A O A Pe 


(15) 
| Q: = Ps log (ELL) + ENTEN sin se + c), 


Z 


os log (7 


er 
Pa (ARES: JUE A = jP — & (t, — 1), 


Late . 
z , sin à =22 , 
2 F 


COS Q = 


Art. 3. - CALCUL DES QUANTITÉS CONJUGUÉES AUX INTÉGRALES 
FONDAMENTALES. 


1. Nous appellerons quantités conjuguées à wy, Up, U, les fonctions 
W,U, Vi, que nous avons introduites dans le premier article. Il faut 
maintenant les calculer pour les intégrales fondamentales que nous avons 
trouvées dans l'article précédent. 

Ce calcul ne présente pas de difficultés. Nous en donnerons ici les résultats: 


(1) W,= + Re (cos nt — a BL cos nr), 

(2) W, = (cos nt + a == cos nr), 

(3) Y, = log (EEE) (cos nt + a oh cos nr) 
— ar ST (are sin LE mh +c à 
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où Pon a posé 


COS nr = COS MX COS w + COS MY Sin w. 


2. Les expressions de U;, V} sont les suivantes 


U! = n: DU — cos zé sin & + (2+ a?) cos ny + — LEBIR E B 
(4) a Wie a F S 
+ R a TT + a ) COS ax — -z a (— Rex O, 


RE BE cos nt cos © + (64 6%) cos nx + — =a Ria, 
(5) 


A A A A A A 
D I 
T 
> 


NT TPE SUE . I pL an E ti 
Mies Er, —— cos mt sino + — (6 + 0?) cos my + TABIHRS b, 
E I 2 Aia A s I 2 172 ; pi P à - 
= 5 a —— cos nt sinw + — (a + a ) cos xy + — B'+ ax P 
i ; 
l i AU I SIP 1 2 12 . e le el 
pp A cos né COS w — (a+ a ) cos nx — — EIA S 
Ce I 2 I I 2 12 z pa 
“ma b cos 2tcos wm + — (+ + 6 ) cos nx + — Zk al -+ Ps 72 


(7) 


A 


=p] 6 LÉ cos nf sino + L+H) con + EE Blt PE 


où nous avons posé 


æ = COS ZX COS 20M + cos Hy Sin 26, 


(8) 


B = cos nx sin 2 619 — cos 2Y-COS 20) . 


3. Pour obtenir US , V,,Us , Vs, posons 


(9) M, = log AN E , —Ms=1lo0g de 


z 
(9) Nz = arc Ps ada Less. Na = art sin —— sa er EE 


on aura (voir form. (15) art. 2) 


LO, L PM ET) (PLAN 


(10) elas de A 
l ¡07 e F4 (Ms 1) + (2 13) Na, 
et par suite 
Li | aL sino cos nt — — (a + a''?) cos ny — 74 
y + LN. sine cos nt +Q ŽB, 
(12) M t — t: 
V =- a” Cos w COS né + — Re. + a'?) cos nx MS Ha al 


2 


a k 
uNa cos w cos 11 —Q, i 


2 


Xy 
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AT "de by É a ¿tx I 2° 112 I 171 
u=] > bos onpas] + 0°?) cos nx — % al 


ò £ 
+ zN; cos © cos #1 + Qs 50 


V; = J) sn A sin wm cos #4 — = (g + 8°?) cos ny — ep] 


a Ž Nssino cos nt + Q; za B. 


Art. 4. — VALEURS DES INTÉGRALES FONDAMENTALES ET DES QUANTITÉS 
CONJUGUÉES SUR DES SURFACES SPÉCIALES. 


1. Conduisons (voir fig. 1) par un point quelconque x, , y, , un cône de 
révolution A ayant l’axe parallèle à l’axe ź et dont louverture soit 2X; con- 
duisons ensuite un cylindre de révolution C ayant le même axe que le cône 
et dont le rayon soit e; et enfin un plan T passant par (x,, Vr h) et 
perpendiculaire à l’axe £. Nous allons cal- 
culer les valeurs des intégrales fondamen- 
tales et de leurs conjuguées sur ces surfaces. 


2. Désignons par A, la nappe du cône 
dont les points ont une coordonnée ¿ <f,, 
et par A, l’autre; prenons la normale x à 
cette surface dirigée extérieurement au cône. 
On aura alors 


{ 


| cos nt = + sin À 


COS nx = COS À COS 6), 
(1) | { COS ny = cos À Sin 0, 
COS NT = cos À, 
fı —Ź » 
e E = + cotg À Fig. 1. 
\ 


où le signe supérieur est relatif à la nappe A, et Pinférieur à la nappe A,. 
On tire de là immédiatement les valeurs cherchées sur le cône A. Elles sont 
les suivantes: 


a ÿ P COR. Jr 
(2) wa = log (E + VE — r), (2”) Wa = = Ya? — tg X3 


(3) waa = F arcsin- 7 + e $ BOF Wa dE 20? Vtg° à — az, 
Ttaltg À 
(4) wya = c + | log (1—0) -i == + log r. (+ arc sin + €), 
, 4 asin À j a? a? 
(4) W,4 == + 7 y Tex 108 (h: — OR 
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a SE (+ arcsin- +0), 
L 
| u = y e I sin & 
LEE TS , 
tg? A 
(5) 
(2 
| Ur ,A VS I COS &, 
f 2 VAE 5 
Ue a y Amós E E cod aia 
(5) | tg? À r 
| Vu nor a a o 
ia oi | 
/ ATEO IA 
| u,a = zy roos à, 
(6) | EN ie 
&? à 
v a = Vaer 1sin o 
LE A tg? À ? 
N 7 qe 
| Ua = r 1 Ÿ cos à cos, 
(6°) AR A RE 
| y 5 A 1£:cosd sind 
ATA IA ? 
/ E à 
| taa = Vr— sino, 
(7) | 
vaN: EX COS & , 
id FR CE A À 
LL, 4 # Y 1 À coshsin o 
(7) dou TO 
e E 
! o a AE es Sen S 
| à PE Vr TIW COS À COS & , 
/ z= 
| ua = an y 
(8) 
Do’ azz sino, 
A: Py 
| Uza = 1 — ¿E E cosh cos w, 
(8%) 
JA E a £ cos sin © 
poa TT Ar 7 
1 
| Us ,A = rhin, 
(9 í 
) a EN 
PRET E NY 
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| Usa = [+ EN, asina +f Qa, a cos A] sin o, 
(9) - : à à 

| V; a =— |+ ZN, asinà +04, a cos À] cos œ, 

| us a = “52 coso, 
(10) j 

VGA = si sino, 

/ j b 3 f A 

| U, a= |+ z Ns, asinà + a Qs, a cos A cos o , 
Done ; : 

| Vsa = |+ Í Ns, a sind + À Os. à cos A sin o, 

_ où Pon a 


/ To (a. r æ a i 4 

| Qa, A =r}/: 5 log (2 (1 ==) +7 x (arc SE c) À 
Fi | ë? E 2 b b 
| Qia = ry: iP log(Z (1 RF + der (arc SDS + c), 


. a 
Mica == arc sin +e, 


(12) 


. b 
Nz a= F arc sin Ec. 


, 


Il est évident que les valeurs de w,,1, WEA Urn A y UAN Una Vip 
seront réelles si tg À < a, tandis que les valeurs de w, 1, Wa a, Wa, Wa, 
43,2, Us A Usa; Vas 68,4 Us,A » Us, A + Vs,A Séront réelles si tg À > a. 

De même il faut que te À 6, afin que 4,1,%,A,Uza, Van soient 
réelles, et il faut au contraire qu’on ait tg A> 6, afin que %,A,%,A, Usa» 
VA; Lea ; V6,A ; Us,a , Vo,a Soient réelles. 


3. On tire de là que sur le plan T on aura des valeurs réelles pour 
Wo Ay Wan s Us, A Us, A, U6,A : 06,1; Et pour leurs quantités conjuguées. Pour 
les trouver il suffira de prendre À = 7/2. On aura alors 


1] a 
(13) WT —C; ' (13°) W,,T = od 
(14) wr=c+clogr, (147) Wir = + £ logr, 
l =— E n ~ 
| UT = 22 sin oo, | Der és + sino, 
(15) cd (15) | 
OL , ac 
PAR TE COR 6, | Vst = F7 coso, 
lo PI ” b 
| ust = cos 6», à | Ust = + coso, 
(16) : (16°) 
lo __logr—1 . i e w- 
6r = = sino, Ver = + 7 sino. 
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Il est évident par la manière dont ces valeurs ont été trouvées qu’on. 
devra prendre le signe de OTRUE si la normale au plan T a la même 
direction que l’axe £, et qu’on devra prendre le signe inférieur lorsque la 
normale au plan T aura la direction contraire. 


4. Il nous faut maintenant déterminer les valeurs des intégrales fon- 


damentales et de leurs conjuguées sur 
dirigée extérieurement au cylindre, on 


cos nf == 


| COS AX = 


/ COS AY = 


| COS AY 


Y 


le cylindre C. Prenons la normale 
aura alors 

O , 

cos o, 

sino, 

I, 


€, 


et par suite les valeurs cherchées sur le cylindre seront: 


a log 


erro 
€ 


ii 


| Wi,C = log (+ 4-2 — o 1), 
an w, c = arc sin ————— SE), +c 
Pur ¿0 N 
wc =¢+ flog 1 —0) E =; + log e (arc sin E5 + e) ; 
\ o : 
| a? b—t 
W,,c = + Alai GE e 5 , 
aa A À LE DE THÉ 
(7) | We,c Ve — a? (4 hy fe 


Vez — a? (14, 


€ 


: E : 
— 2 (arc sinh AT + e), 


| Us, 0 = a sin w, 
a. AA | 
| FE FE 
v, c = —— = coso, 
\ € 
2 FIV CEA 
| Uji fee . 4” SIN WQ Ele pr Va ( (fi A e © sino, 
> Va? (fı —1?—e? € 
(18) DU RS PRE 
: — a? Cos © , Va (f: —£) — e? 
| Vie = -a —(' 22 cos 09, 
Va (1, —¿P—e € 
| 23055 LAI à A rs s cos W, 
(19) : NI A 
| VE (2, —1p—e . 
Aa = 3 sin 6), 
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” ġ2 cos wW Vo (4, — 4 — e? 
A ar COS ds 
2.C Var (4, — 2 —e? SE E? : 


Me 2 si dass A 20 
Vae = A y 2 AR ie O, 


Vó- (ći — bf — e? 


[ A a q 
Le SA A. 
H3,C — MNT EU tre sin w, 
(20) | Rd 
Ve — ar (e —ey 
TAI TEO TT 0 À || 
LU: asino VEPER. . 
U;,c lg O TS e TE 2) sin © 
, Ve — Q (+ —=f;) i 
(20 ) i a? cos w y Vez — a? (t — 4} 
V3,c p ==3=33 —R DS cos 0w, 
\ Vez — a(t — t) 
CE 
NE E RI I cos w, 
(21) { RME 
| e at, E 
\ 4, C E € = 
Pen 6? cos w „ Ve RG) 
Vie= === + 6 2 ——<— cos 0, 
(21) Ve — 6 (111) e 
' %2 sin VERE. 
| Ve enl e ee p ET sin %, 
\ Vez — ¿2 (£— E, z = 
| Us, — sin &, 
(22) / vA 
| ue — a= COS (2, 
” M Yo k" Í 
Uze = ES + Qc) sin, 
/ Ve—a (E— 4,7 € 
(22°) 
’ M c 2 
Vue = (a E a A ) 
5» : cos o 
E2— q? (£ -—£,)? g? O, C À 
l b,C 
| H6,C — COS W, 
(23) si 
E a 
| Yaa = E sin ©, 
Uéc=(—r NES E 
A A SÓ b.c cos W, 
Ve? — 2 (11, F e? Q 


(23) 


©, 
e 


Vac = (H0 E 44 js 
i Ve — p(t — r? T z2 Qc sin Q, 
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à Msc = log AA aon i , 


= le? — a? (t — t) log [E ETA E) + a(t —4)(arc sin 4 TA — e) ; 


¡ Me log ER. 


e 


| Qc = Ye? — 6? (t— 4) log (ZEE) + 5 (14) (arc sin € (t— E e c): 


Art. 5. — APPLICATIONS DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS A L'ÉQUATION (A) 
PREMIER CAS. 


1. Employons la formule (C). du premier article en prenant le champ 
S de la manière suivante. Conduisons le cône A tel que À < arc tg a, et par 


une surface o limitons dans son intérieur une partie contigué au sommet. 


RC 


nes 


©! 


ee en 


g: \i/ 

EN 0 
A. | 
Fig. 2. Fig. 3. 


Retranchons enfin du solide ainsi formé, la partie intérieure au cylindre C. Le 
contour E du champ S qu’on vient de définir sera formé de parties du cône, 
du cylindre, et de la surface o, que nous appellerons respectivement A’, C’, o’. 
Deux cas pourront se présenter: ou tout point de S aura une coordonnée 
# <t,, ou l’on aura au contraire ¿>f,. Les figures 2, 3 représentent les sections 
des sclides obtenues dans les deux cas par un plan parallèle à laxe £ 
conduit par le point x, y, £, 


2. Observons maintenant que dans l’intérieur de l’espace S la fonc- 
tion w, (voir article 2) est régulière; par suite on pourra substituer dans la 
formule (C) du premier article w, à 2, , et en remarquant que Z, =0, on 
aura 


(1) Ju: ZdS = | (wW,— w, W) dE. 


A+ C'+ o’ 


www.rcin.org.pl 


111. — Sur les vibrations des corps élastiques isotropes 35 


Lorsqu'on fait l'intégration sur A’, on doit prendre la normale dirigée vers 
l'intérieur du cône. Par suite sur À’ on aura 


Mal a o NW, =—W, a. (Voir article 4). 
Au contraire sur C’ on devra prendre 
wi =w,c  ,:. W,=W,.c. (Voir article 4). 
Observons enfin que sur A’ on aura 
` rdt do 
d2 = cos À 
et sur C. 
dE = edi du; 


la formule (1) s’écrira donc 


cos À 


fo, ZdS = (wW, — w, W) do — (Wa +w, a W) rdi dù 
5 5’ Fe 


+ e [We — wc W) di do. 


C’ 


Si l’on fait croître À jusqu’à ce qu'on ait À = arc tg a, on trouvera 
W;,a =w, = O (article 4, formules (2), (2”)), et par suite l’équation pré- 
cédente deviendra. 


fr, RS = faw, —w, W) do +e f (WW: c — w, c W) dt do . 
S o D 


Diminuons indéfiniment e, on aura (voir article 4, formule (17), (17°) 


limew,c=0 ,  limeW,c= + &. 


= 0 ES 


“ct; 
Fig. 4. Fig. 5. 


Si nous appelons donc (voir figg. 4, 5) Sa l’espace renfermé entre le cône 
A) dont louverture est 2 arc tga et la surface 6, et que nous désignions 
par 6, la partie de © intérieure au cône, on aura 


fw, Zas = | (wW, —w, W) de, + anta mande, . 
5 ] lo 


a Sa 
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£, étant la coordonnée £ du point où la ligne x = x, , y = y, rencontre la 
surface o. Dérivons par rapport à 4 l'équation précédente. Nous obtiendrons 


(2) w (x, » York) = x à ka =p zaa | W, er À W) do, + $ 2 T zafe Zas . 


Mais (voir article 4, formule (2)) w, est nul le long du bord de la 
surface 0, et du cône qui limite le gapite Sa; par suite on aura (voir article 2, 
formule a 


ar |”: mae (he Wdé, = áj LAA 7 
Va? (t: Ža —p 


5, Sa 


cu y a 
af w, LAS, = | Se 2dS, = af ap 6 


a 


En substituant pour W, la valeur trouvée dans l’article 3, la formule 
(2) pourra donc s'écrire 


(E) ACA ANS e ET pd (cos RÉ ES > A cos nr)\wdos 


Sa 


I I I f I f 
A, e PES À AREAS : 
+ pu) RS We + Fe | Pr =- i 


Observons maintenant que W est connu lorsqu'on donne sur la sur- 
face 6, les valeurs des dérivées du premier ordre de w, ou lorsqu'on connaît 
sur cette surface les valeurs de w et de sa dérivée normale. On peut donc 
énoncer le théorème suivant: 


Lorsqu'on donne les valeurs de w et de sa dérivée normale le long de la 
, A J> r TOTA 
surface 6. et qu'on connaît les valeurs de Z dans l'intérieur de Sa, on peut 
déterminer la valeur de w au sommet du cône. 


A Taide de la formule (E) on peut effectivement calculer cette valeur 
par les valeurs données. 


Art. 6. — SUITE. DEUXIÈME CAS. 


I. Supposons qu'on ait A> arc tga, 24 étant louverture du cône 
A. Limitons par une surface o un champ extérieur au cône, contigu au som- 
met, et retranchons de ce champ la partie intérieure au cylindre C. Par- 
tageons le solide ainsi formé en deux parties par le plan T, et appelons 
S' la partie dont les points ont une coordonnée ¿<<f,; S” l’autre partie. 
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Le contour X’ de S' sera formé des parties des surfaces oc, A,C,T qu'on 
désignera respectivement par 6’, A”,C', T'. De même on indiquera par 
o”, A”,C”, T” les parties correspondantes du contour X” de S”. Evidem- 
ment les deux surfaces T’, T” coincident, mais on devra prendre différem- 
ment la direction de la normale sur l’une et sur l’autre (voir fig. 6). 


* 


Fig. 6. 


2. Appliquons maintenant la formule (C) du premier article aux deux 
champs S',S” en prenant w, = w,. Nous choisirons pour valeur de la con- 
stante c, + 1/2 selon que l’on se réfère au premier ou au deuxième champ. 
Appelons w, , ww, les valeurs de w, dans les deux cas; on aura 


fui, Zas = [(0W,— w, W) do + [Cao Wo, y —40%, à W) Z 
s o À 


cos À 


Le / (WW, c — w, cW) do dt + / (WW r —w, r W)r dr do, 
C* T’ 


[w; Zas” = [(oW, —w; W) do” + / AN: y 
SZ o” + 


] cos A 
A’ + 


+ e | (WW, — 002,0 W) de dt + / (WW, r — wr W)r dr de . 
c’ Ts, 
Si A diminue jusqu’à ce qu'il devient égal à arc tg a, w, A , Wa, W,,a 
deviennent nuls (voir article 4, formules (3), (3”)), par suite les deuxièmes 
termes des seconds membres disparaissent des équations précédentes. De 


plus les troisiémes termes tendent vers zéro si e diminue indéfiniment (arti- 
cle 4, formules (17), (17')). On aura donc à la limite 


(1) f w, ZdS' = Î (wW, —w, W) do’ + Í (wW, r —w, r W)r dr do, 
S’ o T 


. 


(2) PA LaS "= [ (wW, — w, W)do” + [War —w,r W)r dr do, 
SZ o T 


où T, T” dénotent T’ ,T” prolongés jusqu’au point x, y, £,. 
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Prenant garde aux directions des normales à T’ et à T” et aux for- 
mules (13), (13^) de l’article 4, on aura 


faw, v —w,r W)r dr do + [ cow, tr: —w,, r W) 7 dr do = E Epi 
T T” 


par suite en ajoutant membre à membre. les deux équations (1), (2) on 
trouvera 


J w, ZdS' + i w, ZdS" = | (WW, —w, W) de' + Î (wW, — w W) do” 


Appelons S, l’espace renfermé entre le cône A(% dont l'ouverture est 2arc tg a 
et la surface o, et désignons par uz, la partie de o extérieure au cône. 
La formule précédente pourra s'écrire 


(3) farc sin 22 ZAS, +5 [tas — = (zas 


Sé Ss! 


t—t ; t—i E 
5 (cos nt + a = cos nr)w — arc sin RER -W do, 
a 5 


pe he a WEHR ne 


Il suffit pour le voir d’avoir égard aux formules (2) de l’article 3 et (8) de 
Particle 2. L'équation qu’on vient d'écrire est vraie pour toute valeur de f,. 
On peut donc la dériver par rapport à cette variable. Remarquons que 


ə dw Iw 92 
a | -37 dr du = fr ces nt. a 32 7 dr do, 
y i 


sin Gn) 


/ étant la ligne d'intersection de la surface o avec le plan T. 
D’ailleurs on a 


Ki >] J are sin MZ, E 2) ZdS' 5 ll Zas"! 
= — |$ Zd5, + 7 | Zr dr du, 


ar S |E (cos nt + EE cos nr)w — arc sin LL a(t— 2 w da, 


~ER iare aa 
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= | 7 a Es -Wdo, =r jW £ ; 
¿E | sin (2£) 
a Sa 


Par suite la dérivation de l'équation (3) par rapport à £, nous conduira à 
la formule suivante: 


re +r À de la = Fe a (cos nt + tan peil cos nr) wda 


Oa 


TDPI gts og e +. (E r dr do. 
sin (En) sin (42) n < 
T’ 


Mais (voir article 1, formule (5)) 


Bo (—- W + 2 cos nt) = e cos nx + LA 


sia (On) dx sinnt sin 2£ 


2 [9w Iw 2 9W 
= # EN COS. vx + en cos yy) = 0° ES 


v étant la normale à la ligne / située dans le plan T et dirigée vers l’intérieur 
de T”; et (voir formule (A)) 
82% CA LE 9? w 
a —ZL=4a (SE + Se) e 
Par suite 


a (cos nt + PE) cos nr)wdé, FE Was, ne ZdS, 
5, Sa 


Sa 


Lie Sw ow | q 
Did JE a+ [+ +37) 21 
Le dernier membre est nul par le théorème de GREEN, on a donc 


9 2 (f —fr 
(F) r o = E E EA nt — E nr) AR 


I a I 
+f Vr— a (t-— try ve + a? (t— ty) 2430: 
Sa tt Sa 
c'est à dire: 


Entre les valeurs de w et de ses dérivées du premier ordre le long de la 
surface Ga et les valeurs de Z dans l'intérieur de Sa a lieu la relation exprimée 
par la formule (F) (voir fig. 7). 
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3. Táchons maintenant d'exprimer la valeur de w dans le point x,, 
Y,,f, par les valeurs de w et de W sur 6, et celles de Z dans Sa. 


0% A® 
S, Sá yt, Sa |F, 
qa 
Fig. 7. 


À cet effet, nous appliquerons la formule (C) du premier article en 
prenant #1 = w, avec 


i d 
EA NE + flog G—0) =e , 


, 
(A E n a a 


selon que lon se réfère au premier ou au second champ. Nous appellerons 
w, , w3, W3, W, les valeurs de w,, W, dans les deux cas. Nous aurons donc 


t , ” ’ , , , f d di 
fro, ZdS = | (wW, — w, W) do’ + (GW, a — 10%, a W) ae 
$ Bo A 


cos À 
g 


+ e | (WW;,c —w,,c W) dt de + Î (WW, r — w, r W)r dr do, 
c’ T 


r dt do 
cos À 


[w; Zas" = JOW; — w; W) do” + j (WW, a — wy, x W) 
gr’ o”! A”! 
+ e | (wW; — w;,c W) dt do + [Ce are — wr W)rdr do. 
Cc! TY? F 
Si Pon fait diminuer À jusqu’à ce que l’on ait A=arc tg a, les deuxièmes termes 
des seconds membres des équations précédentes tendent vers zero, et même les 
avant-derniers termes s'annulent si e diminue indéfiniment. A la limite on aura 


(4) Í w, ZdS' = Î (WW, — uw, W) de + | (Wir —w,r W)rdrdo , 
S’ o’ T 


(5) Î w; ZAS" = | (WW; — w; W) do” + | (Wir — wr W)rdrdu. 


. a 
S’ oc’! PY 


Y 
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Remarquons maintenant que 


di SS —w log r + g + — = log r) => 7 7 drdo, 


fow; r — wyr W)r drdo= | |w a © log r + (g + Flogr) Z |rdrdo, 


q” q” 


par suite en ajoutant membre á membre les deux équations (4), (5), 
on trouvera 


fu, Zas' + f wi ZdS” = Î (WW, — w, W) do' + | (wW; — w; W) do” 
s s” o’ Shr 


2 f(e + — log r) S rdrdo. 


T 


Substituons pour w, , w; , W;, W; les valeurs qu'on tire de la 
formule (8'”) de Particle 2 et de la formule (3) de l’article 3. En ‘posant 
pour simplifier 


E de 
a — 62 
nous aurons 


po 120) + log r arc sin 2 PE za, 


+/ (a + logr)Zas' — |(g + 5 log) Zd A 
& 


. 
S’ 


=f} i log (ELE (cos n + a E Le IEE nr)— a se arc sin 24%) at= < D 


Ca 


MERA + log »- arc sin E4] w lda 


9 
=a T fw TET del — fu 2282 do” | 
C4 o” ; 


—} fl Y Z log») Was’ — f -+ Z log») Wedo” 


-- 2 | (a + log r) Sr dr de. 
TA] 
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Dérivons par rapport à 4 Par un calcul fort semblabie à celui qu’on 
a fait dans l’article précédent, on trouvera 


-|$ log (5) PES 2 | (3 + el Zr dr du 
de 


LL Pe 9 f a Asii aA ot r 
zos f 7P, wdo, + T. p, log A (cos nt+a cos nr)wdë. 


da Ga 
a r2—a? (t—£,y? “à f. dlogr dl 
+f P; log (AE) Wdo, — ra? Jw DE 


PR À 


Ca 


a flo + Elogr)w 2 
i 


sin (ta) Y y la + à der) 97 Fe dr do 


+ 2f s = log n= cos nt 
i 


ve 
sin (£72) 


Examinons la somme des termes du second membre où paraissent les 
intégrales étendues sur la ligne /. Elle peut s'écrire 


fer ns + 2 [le + 51087) cos —W) tes 
i 


sin Gén) sin (47) 


f dlogr dl F T Iw 
= — ra jw -AL E 2a° — log r] — dl 
/ a (2 + Fl0g7) à 


= na? [[log r. Y — E) dl + 2 a? ae. 


1 


On trouve par suite 


3 a 2 4242 
fe cos #7 wd, + ay, [Eos (L a? (t— t) ) (cos nt + a 


PF r 
Ca Sa 


+ f 2 log (E) Was, + f + log (EEE) 743, 


Y 


LT 


L cos nr) wdos 


Sa Sa 
= 2 [4 hpg (5 —Z)r dr de 
T 
— 2a g |Z dre [(logr 5 2) al 


=-— 24 + Les à A E k 


— ma? MES + = log 7-7 dr do + f(10g»- E «q 2) dl. 
me i 
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Mais le théorème de GREEN nous dit que des deux termes du second 
membre le premier est nul et le second est égal à — 27° aw (x, y, t). 
Nous aurons donc la formule 


(F) (w a Ve tr) == a] a we 


2T? ) r/r—ae (11) 
Ca 
a 
da 

a ne RSR log (EX) was, 

a 
O A T. 

Sa 


Cette formule fait connaître la valeur de w (x, , Y, , t) lorsque sont données 
les valeurs de w et de ses dérivées du premier ordre sur la surface 6, et celle de 


Z dans l'espace Sa. 


Art. 7. — APPLICATION DES FORMULES FONDAMENTALES AUX ÉQUATIONS (B). 
PREMIER CAS. 


1. Faisons dans la formule (D) du premier article #1 = 4, , vi = v, (voir 
article 2) et définissons la champ S de la même façon que nous avons fait 
dans le premier paragraphe du 5" article. 

En remarquant que X, = Y, = 0, on aura 


Je X +, Y) ds = f (uU; +v V; — u, U'—v, V") dE. 
s’+ A'+C’ 


Si À devient égal à arc tg a, Ula, Via, #1,a; Ua deviennent nuls, par suite 
dans cette hypothèse l'équation précédente pourra s'écrire 


taxe fu X +0, Y) dS, = (uU; +0V, — 4, U'—ou, V") dz, 
S, 04+C; 


Sa, 0%, Ca désignant S’, 0”, C' lorsque À = arc tg a. 
En posant pour simplifier 


o ah 


ti —# ý I , I 
e (E cos mé cos o — + (a+ a?) cos ng — + $'a) o) 


TE cos mt sin o + = (a+ a?) cos ny + —k" B) u 


_ R (U” sin w — V” cos 0) | do, 
r 
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mé ét tn ot ot tr AAA AA, 


on pourra écrire 


J (uU; + NV! — 4, U'— v, V”) do, = 


oz oz 


Bu — k'av) dox. 


En prenant garde aux formules (18), (18) de l’article 4, on aura 


feu + 0144 UH Mide re = (u sin w — v cos w) du dt 
#2 "ET e 
Es Ca 


+] Va? Se ue (k" u sin w — £'v cos ©) de dt 


a 


-| E ds (U' sin w — V” cos w) do dit. 
c, 


Mais sur le cylindre C’ on a 


E, P 3 E: 7 EE, I # 2 $ 
U' sin a — V coso = ELE EE + (4 f Le A Z )sinz o 
1 fani De dy era? w + a"? du 
+2 (4 32) 00s20= EE Z 2 y PAR EAST 
en posant 
2m=— k" Le tirg , 2n = k Ha 


donc, si pour simplifier on appelle p, l'intégrale 


S . 
fre cd a - (u sin © — v cos w) do dt, 
EL E aE 


la formule (1) s'écrira 


p s p " Ra i , 
(3) [ea x +, Vas. =h fi (2 Bu — }' av) do, + epa 
5 og 
+ [ER Apo” (k u sin w — £'v cos w) do dt 
Es 
SC LI Le dé dé, 


2. Substituons maintenant dans la formule (D) du premier article 
Y, , U, (voir article 2) à #1 ,v,. Faisons augmenter louverture du cône A, 
jusqu’à ce que l’on ait À = arc tg #, et désignons par S; et o, ce que devien- 
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nent le champ S et la surface o’. Par un procédé analogue à celui suivi dans 
le paragraphe précédent on obtiendra la formule 


(4) fa, X Lu V)dS;=0 + fZ (2 au + E Bo) dos + eps 
S; 0% 


[EEIE (4° à cos à + # sino) de de 
CA 


a pts w , 440? u 


Vo (2: — 4} — e? 
; = y PERTE + # sin 2 © — m cos 2 o) RS nv EN, 
c 
où 


DA IENA br 2 cos nt cos o + —(6 + 5”) cos Lait k'a) 


tré 


cos nt sin w + — — (6° + 67) cos ny + > B)v 


Ka E (U' cos œ + V” sin œ) t dos, 


lA + v sin ©) do dt. 
C3 


3. Cela posé, il faut dériver les deux équations (3), (4) par rapport à 


1» J,. Pour simplifier ce calcul observons que l’on peut écrire (voir article 
3, formule (8)) 


e ¿he 22 log > 82 log + 
O A O q ln? 
MES 9? logr ar 
A — COS NX 52 mo ali d z 
et par suite 
9 ie 9 {BB 93 log” 83 logr 
| de dE (2) = COS 2X ay + cos y EP i 
A A a IHG EN og 3 logy 
25) == (5) = — cos mx 32 + cos ny 7 
On tire de la 
EAN R Y yd sl sin © E # do 
y, | 7 4 Bu— av) do, = Re (k Bu — R'av) do, 
Oz Oz 
83 lo 93] 
+ JR Jæ (cos ax ws — COS Ay y)” 
I 
A 
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93 log” 


ARR (cos nx JE + cos ny do, 


Fer E 


— a Se (k Bu — k' av) sin ù do, 


£ 


2 
FE 


Bi Eau + Bu) de. = Ji Spe y Ra -- #Bo) do; 


0 oz 


à r 93 logy i 93 logy 
+ ES À (er COS nx — "3 + Cos ny y 


05 


cad 14 


+2 (cos nr —, + cos ny a = 


Sto (2 au + k Bo) cos w do, 


g étant la ligne d'intersection de la surface o avec le cylindre C, et # la 
normale à la surface o”. . 

D'ailleurs on a, puisque x, , v, sont nuls sur la surface du cône qui limite 
l'espace Sa, 


att Vas =f X + 


Sa 


CA E, : 
3: Y) as, E X +v, Y) e sin ù do di 


= fr ar o — Y sin o cos w) dS, dal ls Fark + MES 


A S4 


— f(n X + v, Y) sin o de di 
4 


et d'une pegi analogue 
e JW X +0, Vas = fr (X cos? w + Y sin o cos w) dS; 
Sz S% 


— fR aa cab Fl +3 A Y) dS; — [ex + 0, Y) e cos w do dt. 
CE SX1 Vi | 


Observons enfin que si À est une fonction quelconque 


cos _COS y 
COS "cos mt. do 


g fA do at = 


cos ni 


at En der == de, 
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où # représente toujours la normale à la surface c. On trouvera donc, en 


dérivant la formule (3) par rapport à y,, et la formule (4) par rapport 


A 


ERORI 
(6) [e (X sin © — Y cos w) sin w dS, 
E fa. (2a lor y += 5 EL y Y}as.—| (a, X + 0, Y) e sin o do dt 
Sa Ca 
=." o sin © — (e Bu — 2 av) do, 
3 3 
+ [RA (cos ma = a — COS MY s ja 
Og j NS 
83 , 
—k (cos mx RE + cos ny 2 E 5) v | do, 
fr (2 Bu — k'av) sin © do + ¿Le 
€ COS TA 9; 
+ EE (r à sin © — # Z cos o) de ds 
ci 
2 si 2 —— e2 ” . 
ne a (k'u sin © — Kv cos œ) 205% y 
€ cos #2 
__ f{a+aer y  a24a? Pu Əm Var (A —1ÿ—e ; 
(E CE = + — y sin 26 +37 00820) LEE do dt 
apa? du aa”? cu Va? (tı —1} —e cos ny 
es D + me sin 2 & + A EE Pur > 
g 
(7) | | > (X cos w + Y sin w) cos œw dS; 
Sz 
22] 
|. ap e y) as; — fx + vu, Y) e cos w du dt 
a 1 
S : có 


20; 3 ” , , | 
= a + n (kau + k'Bu) doz 


+ fR fe (= cos ne Ez ner + cos ny + 


o% 
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93 log r 


+2 Mn JE - + cos 2y Ek do; 


— | —— (a au + AB) cos o de + e 22 


a 
z 
VRR o; E E 
A a — cos © + ES sin o) de dt 
c} 
"Va (t; PL Os, COS 2x 
+] KE u cos + d'u sino) np A 
g 
"1640? dy , 0402084 dn dm Var (4 — i e? 
+)( E TEA + 3 sin 2 © — 32 cos 2 w o) LEE de dt 
C4 
PB+b? av , 640 du VE (t: — —Ee cos nx 
jrs D + E rsin2o—mcos20) AI E EE 
g 


4. Ajoutons membre à membre les deux équations (6), (7) après les 
avoir multipliées respectivement par 1/a, 1/0. 
Puis supposons que e diminue indéfiniment et cherchons la limite de 
l'équation ainsi obtenue. 
À cet effet remarquons que 
UE (a? — 62)7? 


a D T aOR FaR) 
Si A est une fonction qui reste finie pour € = O, on aura 


lim fAsinodo = lim [A sin o do = lim | A cos w dw = lim | A cos wdw = 0, 


e=0 E e=0+, trie Ee=0 », 


Ca C3 Ca C; 
lim ne fe sinodo = DE 
e = 0 E 
C; 
"A Ér 
lim [$ cos o do = lim — cos wdw = +r Eur 
ner e=0 +“ € dx 
Ca C5 to 


où £, est la coordonnée £ du point de rencontre de la ligne x = x, , y = y, 
avec la surface c. De même on a 


FN JA sin o do = lim fA cos w do =o, 


£ = 0 : £ = 0 : 
g 

A JA 

lim E sin o do = n| F> E 

PRE € dy Jo 

A 

lim [> cos o du = (57), 

a Jo 
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A A hp 


(GA Jèx), , (SAJ2y). étant les valeurs de 2A/dx ,9A/9y pour x = #5 Y = Yr, 
t= 4. En prenant garde à ces formules on trouvera 


fr (X sin © — Y cos w) sin œ 4Sa 


a 


> 32 82 log 
++ [A cos & + Y sin a») cos o dS — + | Ro ( L'an xa Y)4 


b 3z? 9x1 Yı 
Sy S — Sa 
ti 
b? — a? r? 92 logr xy 9? log r y f AX dt 
a a EL X + Y) 45, 2x | (e ) 
Se j to 
12002 1905 af R j : I Fe ¿e ur + E BV) de 
= a E b 
= A la Ti. QE (k Bu — k'av) do, + M de T (k o + £' Bu) 
LT 0 
I r” Í, 3 log 83 logr 
-efeja (cos nz TE do | 
05 — Sa 
931 23 
E (cos nx FT + cos 2y a)” do 
I 1 
comes ES e r 33 logy 93 log? Y ,, 
al E ET T | (cos POR T | 
Oa 


— 2r (f — to) EEE ($) A COS Mo Y 


2 dx Jo 2 oy cos MoÍ 
[ 0? t gra (52 B+#2 [391] cosnoX 
+ 27m (1, — te) | ce = 2 5, COS Mo É 


où 2, dénote la normale à la surface o dans le point x,,y, ,%» €t Q, , Q 
sont égaux aux mêmes intégrales qui paraissent dans les formules (2), (5) 
si on les suppose étendues aux surfaces, 6, , 63, au lieu qu'aux surfaces 0, , 6; 

Transportons le dernier terme du premier membre de l'équation pré- 
cédente dans le second membre, et les premiers six termes du second membre 
dans le premier. Alors le second membre de l'équation deviendra 


#1 
E ¿2 ; 9 n 2 
an| — Aho + 0) +X|at 
te p 


-= an (f —4) E bapae i El COS Mo Y 
: Dite a dia 


2 9x 2 ey Jo] cos mo £ 
+ 27; Jofre (54), + 0% 4 5? (S) COS Mo x 
x Jo 2 cy Joj COS mof 
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c'est à dire, à cause de la première des équations (B') du premier article 


apa? (d a +a’? [èu\] cos moy 
anf (E, PR ns =p À. Tr 2e (Eto) | 2 (E) 2 Al COS MoÉ 
+2 52402 [du\]cosnox 
O a + SE CIO 


t:—to [/(du a +a? [w a + a"? (du ) 
— 27 | Mo + SES (3), cos mot+ | (5) == (5. COS 2% Y 


2 dx La 
=) cos noz! . 


(PAX (ou) | Z+? (20 
on 2 (a ) 2 
On tire de lá la formule suivante 


(G,) 


de (06 RE) 


x det fs 


a+a”? [0 + a"? (du 
PE: E 3). cos At =- ¡E (5). 450 ea pS =), ) cos MY 
¡a pr &2 b 2 
(AI o) + PA (nd 
e -5 p sin w — Y cos w) sin ùd S 
Sg 


-zle (X cos w + Y sin ©) cos w dS; 


I c?log7 92 eZ. 
AF RE mm + 


Y) dS 
S¿—Sy 
Pa f qe o? logr 22 logr ) 
2 xab | RER da? X + dx dy Y)2S, 
S3 
I 202 I 20; Re n ERTI 
ra dy, 270 x,  2ma (4. Pu — av) dos 
1 cos W r! , 
PT AE (k au + k Bu) dos 
% 
I ji 83 log» 93 log 7» 
de: ¡ESE (cos nx Er COS 2y J K 
55—54 
P 83 logr 93 log» 
MEN (cos AK TES + cos ny Er ES 
BB — a? y? ” 3 logr 931 Tr) 
2rab ) Ra 4aR; je (cos sd HF ad 
Sa 


83 logr 
— À (cos na 4 


93] 
+ cos ny l)o} dos. 
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5. Par un procédé tout á fait analogue on peut obtenir la valeur de 
u (Xx, , Y, , 4) exprimée d'une façon semblable. Il suffit à cet effet de dériver 
l'équation (4) par rapport à y,, de dériver l’équation (3) par rapport à x,, 
et de les soustraire l’une de l’autre après les avoir respectivement multi- 


pliées par 1/6 et 1/a; enfin de faire évanouir e. La formule qu'on trouve est 
la suivante 


V (Xr, Yr» $) 


2 t2 i 2 112/23 t 
(57) dde mt (EE (5) "T ) cos mx 
ot o o A O 


2 


ca lord 


+ 25% (X cos w + Y sin 0) sin œ 45, 
b 


(G.) ss JA $ ir fo 


COS Mo É 


E I I . 
— +7 fi Æ sin o — Y cos o) cos o 48, 


Š, 
I (E log 7 rd id y)2s 
2 TÈ dx èy cy? 
S¿—5, 
b? — a? a 9? log» 2? logy Y) 4 
7 2540 ) Ra +aR; dx 3y X + 3ye Se 
Sa 


sin © ” , 
216 e Dia. 2 T4 S ME aa TUET ED) de 


E 1 COS o r , 
y a e rRa QE Peros E ana 


Sa 


Ti: „i 83 log» 23 log» 
a f R; | k [cos 2x7 + cos #y —3 Ju 
63 — Où 


, Blog i. ie P 
+ # (cos mx 3 o A 


Ss Ja (cos nz 22 


Te os my © ET) 


, 931 23 
+ # (cos mx a | v| dos. 
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6. On a donc démontré que si l'on connaît sur la surface 05 les valeurs 
de u,v, et de leurs dérivées, on peut trouver leur valeur au sommet commun 
des deux cônes par les formules (G,),(G,) (voir figg. 8, 9). 

Nous avons dû faire un calcul fort laborieux et recourir à plusieurs 
artifices pour arriver à ce but. 

Pour justifier l'emploi de ces artifices, observons qu’on ne pouvait pas 


faire évanouir tout de suite e dans les formules (3), (4), car on aurait trouvé 


Fig. 8. Fig. 9. 


sous les signes d'intégration des fonctions qui seraient devenues infinies 
d'un ordre supérieur à celui qu’elles n'auraient dû dépasser afin que les 
intégrales aient une valeur déterminée et finie. 


Art. 8. — SUITE. DEUXIÈME CAS. 


1. Revenons aux champs S',S” du 6?" article et appelons S leur 
ensemble. Appliquons à ce champ la formule fondamentale (D) en sup- 
posant 


H= Us ua M =. 


Dans ce cas 2 sera formé de l’ensemble des surfaces o”, o” qu’on os 0, 
de la partie du cône À qu’on appellera (A) et de celle du cylindre C qu’on 
désignera par (C). On aura donc 


ue +0, Y) ds = | uU; oV. uN dÈ 


6 + (A) + (C) 
et à cause des formules (7), (7), (20), (20°) de l’article 4 


fe, X + 7, Y) ds = | (40; + vV; — u, U'— 0, V”) do 
$ o 


a? 
+/] ne tg? A 
(A) 


cos À 


(u sin w — v cos w) — (U' sin w — V” cos w) EL 
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+ | == (—u sin © + v Cos w) 
Es 


+ y == as Par u sin w — £’ v cos W) 
—e| I =e Ur sin w — V” cos o) (do dt. 


Si langle à devient arc tg a, la deuxième intégrale s'évanouit, et par suite 
en posant 


ffi 


? 
on aura 


[Gus X + 0, Y) 25 = | (uU; + 0V,—u,U' —o, V”) dû, 


S Sa 


+7 fdo fi usine + 0 cos a) 
28 Vi =z? 


+ V1 — y? [k u sin w — $v cos © — e (U sin w — V” cos w)]| | dn 


où l’on a désigné par 6, la même surface que nous avons indiquée par le 
même symbole dans l’article 6. 


Si e devient nul le dernier terme s'évanouit et le champ S devient 
Sa. On trouve donc la formule 


H) fs X +0, Y)d3,=/(4U; + 0V, —u, U'— v, V”) daa. 
S Ce 


De même, si l’on appelle S; l’espace extérieur au cône A), dont l’ou- 
verture est 2 arc tg 6, limité par la surface du cône et la surface 63, on aura 


ŒH) feon h EAD En Î QUE NL a 00, V) des. 
S5 05 
Les deux formules (H,), (H,) sont analogues à la formule (F) de l’ar- 


ticle 6. Elles donnent des relations entre u,v et leurs dérivées du premier 
ordre sur les surfaces Ga, Os, et les valeurs de X , Y dans les espaces Sa , Ss. 


2. Supposons maintenant que 3, soit une partie de la surface G., et 
cherchons d'exprimer les valeurs de # ,v au point x,,y,,?, par celles des 


mêmes. quantités et de leurs dérivées sur 6, et par les valeurs de X,Y dans 
l'intérieur de l’espace S4. 
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À cet effet nous nous servirons des dernières intégrales fondamentales 


que nous avons trouvées dans l’article 2. 
Commençons par appliquer la formule fondamentale (D) de l'article 1 


aux champs S',S” du 6tme article en supposant 

MU " NE, (voir article 2). 
Nous prendrons la constante arbitraire. c qui paraît dans ces fonctions égale 
à + 1/2 selon qu'on se réfère au champ S' ou au champ S”. Nous désigne- 


rons par 
Us Ds as Ni » 


Us,2 , Us,2 , Usa , Vi , 
les valeurs de x; ,7,, U; , V; dans les deux cas. On aura donc (cf. article 6) 


[us X +0: Y) dS = [Usa + Var — ts, U'— vs V”) dE, 
S i 


SHAH HT 


[tus X + vsa Y) dS" = (Ojo + Vsa — ts, U'— vsa V”) dE. 
g” o + A’ +C” +T” 


Ayant égard aux formules (9), (9’), (11), (12) de l’article 4 on voit aisément 
que les intégrales étendues à A”, A” s'évanouissent lorsqu'on fait A=arc tg a. 


Fig. 10. 


De même les intégrales étendues à C',C” s'annulent à la limite lorsque e 
diminue indéfiniment. C'est pourquoi en désignant par S,,,, Su j Gus y Oaa 
les deux parties de S, et de 6, qui se trouvent des deux côtés du plan T et 
si T’, T” dénotent T', T” prolongées jusqu’au point x,,y,,f,, on aurà 
(voir article 4, formules (15), (15”)) 


Î (ez dro de Jus. HN y: — 065, U' 04,1 VI) ds, — 


Ser 64,1 
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2 => af+ (u sin © — v cos w) rdr dw REA (U'sin © —V” cos w) r dr do, 
=p T 


T 


f OD X + Us 1) E f b paN i pa 05,2 V”) dah 
4 ' 


a,2 2,2 


— = af (u sin © —v cos w) rdr do "T (U'sin © — V” cos w)rdrdo . 
T T: 


Si nous observons maintenant que les valeurs de U’, V” sur T’, T” sont 
égales et de signes contraires (cf. article 6) on aura, en ajoutant membre 


p 


à membre les deux équations précédentes, 
(1) Î sa X + 05,3 Y) da: + Î (ts. X + 052 1) aS., 
Sa, da 


= | (U; + UV sr ra Us,r Ur Us,z V”) do, 


Sa,1 


+ f (U; T UV 2 "+ Mid U-= Us,a Nr] dG,2 


Ca,2 


1 i 
—ra |+ (u sin w — v cos w) rdr do. 


T 
Posons 
(2) O, = E | es, X +05,1 Y) dez + [Css X ris Vs,a Y) ¿Sa 
FR Sis 
pen f e ao — tue D t, VE) dën: 
3 
LR Î (AU, à + 0V y. — sa U'— Usa V") diz, 
Ga,2 
et remarquons que 
sino 9 log» coso __ dlogr , 
r ne Y ? r a Itr f 


alors léquation (1) pourra s'écrire 


(3) n | 7, [ulogr -rdr do — + fulogr-rdr do] = @.. 


T 


3. Désignons par 
LL , 
Us, x , Us, , Us: Va: , 


U6,2 » V6,2 , Ve. , Vs, , 
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les valeurs de #6, 26, U6., V6 (voir article 2, formules (14), article 3, formules 


(12)) selon que l’on prend c = + x/2. 
Si Soir s Sosa; 04,1 , 08,2: sont, les parties de S¿, 6; qui se trouvent des deux 


côtés du plan T, par le procédé employé dans le paragraphe précédent on 
trouvera 


(4) ef [egr r dr do + > Joie r-r dr du = O;, 


T T 
où lon a posé pour simplifier 
(5) © = + | Pikun P TST: +] (06, X + 06,2 Y) dS is 

P Sp, 2 

— US: + Vé, — ua U’ — vé, V”) di: 
35, ) | 
— [Use + Vos te, U'— v6, V") done | 
Gb, 2 
4. Des équations (3), (4) on tire 
0 y 90 _ rA | ulogr-7 dr do, 
T’ 


Xx Yi 


dy; dxi 


= zA | vlog r-rdrdo, 
TY 


où le symbole A dénote 
22 22 


244 


CE TP 4 oy; 


Mais, par un théorème bien connu relatif aux potentiels logarithmiques, 
on a 


A fu log 7-7 dr do = 27u (x, , y, N, 
T 


A | vlog r-r dr do = 270 (X; , Vr, É)» 
T- 


par suite 
; 1 [20 207 
(H,) u (x, Yihad TT 2 T? ES + E 
, Aip I 07 203 E 
(H) v (x: Iih) => (5 S 


Ces formules donnent les valeurs de u,v au sommet x,,y,,t, des cônes 
par les valeurs des mêmes quantités et de U', V” sur la surface 64, et par 
celles de X , Y dans l'intérieur de l'espace Sa (voir fig. 10). 
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Art. 9. — CONSÉQUENCES DES RÉSULTATS TROUVÉS. 


1. Les surfaces coniques A dont les ouvertures sont 2 arctg a, 2 arctg à, 
ont joué dans le cours de ces recherches un rôle bien important. Nous les 
appellerons les surfaces caractéristiques et nous les désignerons respective- 
ment par AO AO A étant leur sommet. 


2. Supposons pour simplifier Z = O, et que l’on connaisse les valeurs 
de w et de W sur une surface o quelconque. On peut se poser la question: 
dans quelle partie de l'espace pourra-t-on déterminer la fonction w? 

Les formules (E), (F') que nous avons donné dans les articles 5 et 6 
nous montrent quon peut calculer la valeur de w dans tout point A par lequel 
on peut conduire un.cóne NÚ qui découpe, soit dans son intérieur, soit extérieu- 
rement, une partie de la surface c dont le bord est formé seulement de linter- 
section du cône avec la surface. 

Pour simplifier on dira que le cône AŸ coupe intérieurement ou exté- 
rieurement, d'une manière complète la surface o. 

On trouve par là bien aisément l’espace S%, lieu géométrique des points 
A, en conduisant les cónes AC par tous les points L du bord de la surface 
o et en cherchant leur enveloppe. 


3. De même, X et Y étant nuls, si l’on connaît u ,v et leurs dérivées 
du premier ordre sur la surface o on pourra déterminer ces fonctions par les 
formules (G,), (G), (Hr), (Ha) dans un point B si Pon peut conduire un cône 
AQ qui coupe intérieurement, d'une manière complète la surface o, ou si l’on 
peut conduire un cône Ai qui coupe extérieurement d'une manière complète 
la même surface. 

Par l'enveloppe des cônes Af? et des cônes Af? on pourra limiter 
l’espace qui est le lieu géométrique des points B. 


4. Si la surface © est telle qu’on peut la couper exférieurement d'une 
manière complète par des cônes A, alors entre w, W doivent subsister les 
relations données par la formule (F) de l'article 6. 

De même si la surface o est coupée d'une manière complète exférieu- 
rement par des cônes AO ,AŸ entre u,v,U' , V” doivent subsister les rela- 
tions données. par les formules (H,), (H.) de l'article 8. 


5. Dans les expressions de U’, V” paraissent les constantes a’, Y, a”, 6” 
qui satisfont aux.conditions (1) du 1% article. On peut se servir du carac- 
tère arbitraire des constantes 4', 2” pour donner à à’, 4’, a”, 6'” des valeurs 


telles que U’, V” s'expriment par des quantités qui ont une signification 
mécanique. Par exemple posons 


(1) a = a = q” y b = b= b”, 
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on trouvera alors 


d el 
U'= + cos né — 9 cos mx + a à cos ay, 


cu e 
V''— -y COS mt — a? Y cos ng — & 3 cos ny, 


dy cu 
a A STE TS 
Il est bien connu que Y représente la dilatation superficielle de chaque élé- 
ment parallèle au plan xy, et que &/2 représente la composante de la rotation 
de chaque élément autour de l'axe Z. 
Dans l'hypothèse (1) les quantités qui paraissent au dehors des signes 
d'intégration dans les formules (G,) et (G,) de l’article 7 deviennent 


fi — to 


fı — fo ; du j 2% 2 | d 
= no Y — È? D, COS ma X| = u == 
ME COS ot í ət t cos mot + a° & COS no Y — 0* do a o F COS MoÉ Uo, 
fı — to Ov 2 2 | Ír — to 11 
v = — — & 9, cos» += — 
o + a (5 ) cos 2,1 — d à, cos Mo X — bd, oy o + E Mi 
Au lieu des équations (1), posons 
a=a?*=— a" 
@ Po =P 24, 


on aura alors 


du 
= -yy COS mt — Í, COS NX — a COS MY, 


y 


I 


y 
êt 12 


3 : E 
=P +0 a 


ta + (020) E 


Les quantités précédentes sont les composantes des tensions qui s'exercent 
dans l'intérieur du corps élastique. Dans l'hypothèse (2) les quantités qui 
paraissent au dehors des signes d'intégration dans les formules (G,), (G,) 
de l’article 7 deviennent 


fimt du ` I 
eh cos tn] (53) COS: NES (E,, + 22) COS Mo x F 


v + —— pr (5) COS %9 t— (frr + bra) COS Mo y|: 


COS Mo “COS of 
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6. Si l’on a 


a cos nx + B cos ny + y cos né = 0, 
n étant la normale à la surface o, la quantité 
cw Sw cw, 
a That Va 
sera connue si l’on donne seulement les valeurs de w sur la surface 0. 
Par suite si la condition 
(3) (— a? cos nx) cos mx + (— a? cos ny) cos ny + cos nf-cos nf = O 


est satisfaite, W sera connu sur la surface o, si l’on connait w sur la même 
surface (cf. formule (5) du premier article). 
L'équation (3) peut s'écrire 
cos? nt — a? sin? nt = O 
d’où 
I 

tg nt = + re . 

On tire de la: 


Si la surface © est telle que tg nt = +1/a, la fonction w sera déterminée 
dans tout point de l'espace SO), même si l'on connaît sur la surface o les valeurs 
de w seulement. 

Il est évident que toute surface obtenue par l'enveloppe des cônes AY 
jouit de cette propriété. 


Art. 10. — PARTICULARISATION DES FORMULES. 


1. Commençons par prouver que la formule de POISSON-PARSEVAL 
n'est qu’un cas particulier de la formule (E) de l’article 5. En effet, sup- 


t AY X Ta 
FA a? t 
“1 N ‘ 
C } 2. EN A, ¿q 
a s ` (a) \ + 
he ns mé 
` F 
A À t ` n 
/ A Se 2 
je N IE 
` 4 
TY Ta “Hyt 
Fig. 11. Fig. 12. 


posons que la surface o soit le plan xy (voir figg. 11, 12). Alors o, deviendra 
un cercle dont le rayon est 


| ar, |. 
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D'ailleurs sur o on aura 
cos mb = + I 4 COS AX = COS MY = O: 


par suite, si l’on suppose Z = o, l'équation (E) du 5?" article s'écrira 


y es ee Lu 
(1) W(X, , Vi) = ox SAR ER WA: 
© 
le E dot 
2 ra Va pe aa E = p2 of. 


qui est lP'intégrale générale de l’équation 


E a O e, Vw 
“Ras ay? 


donnée par POISSON et PARSEVAL. 
2. En nous rapportant toujours á la formule (E) de l'article 5, suppo- 
sons que nous nous trouvions dans le premier cas, c'est á dire que les coor- 


données ź des points de la surface © soient plus petites que À. Examinons 
ce qu’on a lorsque la surface 6, se réduit à un cylindre y avec les, généra- 


wW 
Fig. 13. 


trices parallèles à laxe £, limité par un plan œ perpendiculaire aux généra- 
trices, comme le montre la figure 13. Supposons enfin que l'intersection de 
o avec le cône A% appartienne au cylindre y. 

Sur la surface y on aura 


cos nf = 0, 
ét sur 0 
¿=const. =f , COS nX = COS NY = O 


: COS MÍ = 1. 
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C'est pourquoi, en appelant s le contour de w, l'équation (E) de Particle 5 
deviendra, Z étant nul, 


I 


EEVA Ay E EET eo “| ou 
274 Or | Ya? (t: — to)? —7r? tim ra | Ya (4 — = 2 0 
10] 


(2) w(x;,y,,t;)= 


cw 


a É — I f a? 
2 ra ' Va? (£; — toy 272 on 
T 


I 
e EER. A > cos nr -w d — 
2ra Of; Vaz ( me r Y 


— 


I 9 I I Sw 
2 va o; { Va? (21 — do) — 7° A 274 Va? (E: — 10) —y? ol 
© © : 
à $ — rja ty — rla 
i i É—t cu * 
27 7 y On 2 Va ( A RA MEEN Va? (tr = py TA n \ 
s to to 
Posons a (ft, —f) = u, on aura 
t,—rla a(t, —to) 
me dw elias da 9 e f 2) du 
reger y aei i El af (2,7, PRE do» sos ill 
À, r 
t, — rla alti ™ to) 
E 0 AE L ee E or go + | —u a MESIT 24 
r Jn EA Va, nn (4 — 4) —r° a? r On dt: | Vue —»2 Er ER 
to r 
a (f, — 6) a(t, — t) 
PEA, E a de < SON à du 
FE o la E PR TN ANNE * 
r r 


où les symboles 3/22 , 3/82 ont la signification suivante. Si f est une fonction 
de x,y,7, nous supposerons que 


Pr ON PE LE DA 


on di On | dy on’ 
| FER 
õn dr on 
La formule (2) s'écrira donc 
9 f I EET ; Jw 
w (x, Visé == e ee 
3). (LAI mt) ln Eu 
do o 
a (ti — to) a (ti — fo) 


a fé he fu (x y él fois pr 
u? — y? y 
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Supposons que la fonction w (x , y , £) soit nulle pour toute valeur de £ 
inférieure à une certaine limite — T, alors en faisant diminuer indéfini- 
ment é on trouvera 
CA A 


co 
PE du CAT à u du 
A falie Seih do rica E e 


3. Examinons maintenant le deuxième cas, c'est à dire supposons que 
les coordonnées £ des points de c soient supérieures à £,, tandis que la surface 
o se réduit à un cylindre y dont les génératrices sont parallèles à £, limité 
par un plan œ perpendiculaire aux génératrices. Supposons enfin que l'in- 
tersection de o avec le cône A® appartienne à y (voir fig. 14). 


AS 4 


“uit 
Fig. 14. 


Par un calcul analogue à celui qu’on a fait dans le paragraphe précé- 
dent on trouve la formule 


(5) A DC leurre DCE z W (Œ, Y bo) dw 
Iw 

Y e RAS A 

a fe (tx —to).—7* 0% 


Au 4 al ) d 
u u 


+2fels sje Fiet slira zj” oh t A 


Si w (x , y , £ s'annule pour toute valeur de supérieure à une certaine limite 
T, en faisant augmenter indéfiniment f,, la formule précédente deviendra 


wW Xis Vi À 
(6) ( ) 
E ô a u du 9 A u du 
je a etes +) x rhone rie ji 


III. — Sur les vibrations des corps élastiques isotropes 63 
RI PRE Le LA on io tr lid RS AN 

4. Il faut maintenant chercher ce que deviennent les formules (F), 
(F”) de l’article 6, lorsque la surface o, se réduit à un pins dont les géné- 
ratrices sont parallèles à l'axe ż. 


(0) 
A $5 Y 
> A t 
PA a — 18 
“es %4 
FAP? M 
Fig. 15. 


On voit tout de suite qu’en supposant toujours Z = o, la formule (F) 
devient 


o= faji felna +) 


(7) 


r 


a PEA N |, 


—r 


s étant la ligne d’intersection du cylindre avec le plan ż = ź, (voir fig. 15). 
Examinons maintenant la formule (F”) (article 6). Elle s'écrira 


t+r/a 
I a COS NY 
w (X, Yı, 4) = — — |ds A oi 
( PAL E à, | | is (¿—1,y 
¡—rla 
t +rla 
+a 08 O dé 
CNE cms to CS 7 
t,—rla 
2, +rla 
Fa | ==. 108 (— LEE A ES — dt 
J Veet hy r ôn 
t ı— rla 


et en posant 


a (¿t—t,) =H, 
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on trouvera 


3 4 u \ 7? — u? du ~. 
arbre) 


w (x; Det) = za ds 
(8) k 


5. On pourrait tout à fait de la même façon particulariser les formules 
(G;), (Ga), (H,), (H3, (H3), (H;) en réduisant les surfaces os, 0, à des cylin- 
dres ou à des plans. 

Nous ne donnerons pas ici le développement de ces calculs qui d'ail- 
leurs ne présentent de difficultés. 


Art. 11. — LE PRINCIPE DE HUYGHENS. 


1. Par une élégante application du théorème de GREEN, KIRCHHOFF 
est parvenu à établir sa célèbre formule qui étend le principe de HUYGHENS 
et peut le donner sous une forme mathématique tout à fait rigoureuse 4), 

Son procédé est fondé sur l'existence de l'intégrale 


f (r + af) 
(1) Ta ET 
de l’équation 
, A E AY e DA 
(1) 37 =e (+ ys À es 


où 7 = Yx*+ y + 2, et f dénote une fonction arbitraire. 
Dans le cas des ondes cylindriques l'équation précédente devient 


Ch PP Ea MON 


et l’on peut démontrer qu'il n’y a pas d'intégrale de la forme 
(3) Af (r + at) 


où 7 = Jx? + y”, À étant une fonction de r seulement. D'ailleurs si l’on 
cherche les cas dans lesquels l’équation générale 


Y “M 
(4) FRA a 2: dx; 
m 


1/2 
possède des intégrales de la forme (3), où r = (3, x) , €t est une fone- 


I 


tion de 7 seulement, on trouve qu'il n’y en a que deux, savoir lorsque m = 1, 
y 


(3) Zur Theorie der Lichtstrahlen, « Sitzungsber. d. Berliner Akademie », 1882. 
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ou m = 3 #. C’est pourquoi on ne donne ordinairement une formule ana- 
logue à celle de KIRCHHOFF dans le cas des ondes cylindriques, ni on étend 
la même formule au cas général. 


2. Ayant en vue cette extension on pourrait tâcher de trouver des 
intégrales de l'équation (4) ayant la forme (3) sans poser la condition que 
À soit fonction de 7 seulement, mais supposant qu’elle soit fonction de 
Panne EU 

A ce propos nous allons démontrer le théorème suivant: 


Les intégrales de la forme (3) ou À est fonction de x,,--*,Xxm existent; 
mais si l’on exclue les cas m = 1, m = 3, dans tous les autres, non seulement 
les intégrales deviennent infinies dans le point x, = x, =. - -= Xm = 0, mais 
elles ont d'autres singularités en tout champ à m dimensions qui renferme ce 
point. 

m 


. n 2 . 
Si x; = rf;, on aura Eh B: = 1, et par suite on pourra poser 
I 
B, = Cosa, , Da = sin a, cos &, ,--.,fB,_, = sin «, Sin &,.:: SiN 02 COS Oair , 
- Bm = sin %, SIN %,* + - SIN Am—a SIN Am; , 


et l’on pourra regarder À comme une fonction de v et de q,- 


A LA 
Posons pour simplifier 
m 22 
A= 2 y V= + at). 
Nous aurons 
D: S A af 
AV = f-AA+ à AH 2 Èa Y 
Mais 
24 == 1 
Aa E, 
RAYA 
dd TC ‘Or ” ? 
c'est pourquoi 
Lo Le 424 == 1 9 
AV =f"2+f (=a + 2) + /A. 
D'ailleurs nous avons 
92V . 
27? ESS A S 
ii (4) DUHEM, Hydrodynamique, élasticité, acoustique. Cours professé en 1890-91. 


Tome II, livre III, chap. VIII. 
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par suite l'équation (4) s’écrira 


ÿ aA 
f(z LA +23) +/A=o, 
et puisque f doit étre arbitraire 
(5) o, 
(6) Ah = 0. 
La première équation nous donne 
vE Et: 
ei á 2 , 


0 étant fonction de q,---%m-—, seulement. Par suite l'équation (6) se trans- 
forme dans la suivante 


CD, 8e 1) A q m— 2 2) 
(7) 0+ Sin”—2&; dr pe Es x 
# AE, RSR TERRE. = 
+ sin? Az sin”—3 Le Iaz (sin a) Ti ar sin? g + + Sin? Am—2 a, “e 


Cela démontre la première partie du théorème, c'est à dire qu'il y a des 
intégrales de la forme (3). Dans les cas m = 1, m = 3, on pourra prendre 
évidemment 0 = const. et par suite dans le dernier cas on aura une singu- 
larité pour V dans le point 7 = O seulement. Il faut maintenant prouver 
dans tous les autres cas l'existence de singularités dans les environs du point 
r =0: 

Supposons que l'intégrale V, dans un champ Y,» à m dimensions qui 
renferme le point 7 = 0, mait d'autre singularité que dans ce point même. 

Conduisons dans l’intérieur de Xm deux espaces sphériques So —x , Qin —1 
à m — 1 dimensions ayant le centre dans le point »=0. Soit Sm l’espace à 
m dimensions renfermé entre S,,_, et Q,,_.. 

Désignons par W une fonction régulière dans tout l’espace renfermé 
dans Sm—, et qui satisfait à l'équation différentielle AW = o. 

Puisque V et W sont regulières dans Sm, on aura par le théorème de 

GREEN 


i Xw Fr) ¿Sn a -— WE) 40m. =0, 


n,n étant les normales à S,,—, et Q,,_, dirigées vers l’intérieur de l’espace 
Sm. Puisque V devient infini d'ordre (m —1)/2 dans le pointr=0, si m> 3, 
l’integrale étendue à Q,,_, s'évanouira lorsque son rayon diminuera indéfi- 
niment, et par suite on aura 


Ml W Sn: to 


m— 1 


ES 
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Remplaçons V par son expression 0/7” —"/ et remarquons que sur Sm—: 


L'équation précédente s'écrira donc 


I oW m— 1 I 
fo sur HW Gao) ¿Sn =0. 


S 


ME 


Mais, r est constant le long de Sm—:, par suite 


Y 


(8) fof Miles le W)¿Sm-—.=0. 


ar 


PEE 
Remarquons que la fonction 


aW — 
+ Zw =W, 


Y 


` 


est une fonction qui satisfait à l'équation À = 0: On pourra donc choisir 
arbitrairement les valeurs de W, sur Sm—: pourvu qu’elles forment une 
fonction continue (%), et construire après, par des formules bien connues, la 
fonction W, en sorte qu’elle soit régulière dans l’espace renfermé dans S,,_,. 
On aura alors que W sera donnée par la formule 


a 


W A Arer ME [eras W, dr 


y (m—1)/2 : 


o 


et par suite elle résultera régulière dans le même espáce. On tire de lá que 


la relation (8) est absurde si m> 3, puisque elle devrait être satisfaite pour 


IW — 
tout système de valeurs de de r o 
tion que V soit reguliere dans tout point de Zm excepté le point 7 = 0, 
est elle-méme absurde. 


W. Par conséquent la supposi- 


Il nous reste à examiner le cas # = 2. L'équation (7) devient alors 
32 
0 —Xp 
de 4 
d’où 


Sil 
0 = A sin, + B cos — dy, 
A,B étant des constantes arbitraires, et par suite 


“274 I 
A sin — ær + B cos — a 


(9) Vars fr E a. 


(5) Cette condition ne serait pas même nécessaire. 


www.rcin.org.pl 


68 111. — Sur les vibrations des corps élastiques isotropes 


Cette intégrale est évidemment polydrome et le point 7 =o est le 
point de diramation. 
Le théorème est ainsi complètement démontré. 


3. On peut calculer de là que si l’on applique la méthode de KIRCHHOFF 
aux intégrales (3) on ne pourra pas trouver des résultats semblables à ceux 
qu'il a obtenu. Considérons par exemple le cas des ondes cylindriques. Si 
nous prenons garde à la polydromie de la fonction (9), lorsque nous emploie- 
rons la méthode de KIRCHHOFF, il faudra faire des coupures dans la partie 
du plan xy où l’on étend l’intégration, en sorte que les formules seront affec- 
tées des termes relatifs aux coupures, qui ne paraissent pas dans celles de 
KIRCHHOFF et par suite on ne pourra pas exprimer la valeur d’une inté- 
grale régulière V de l’équation (2), dans un point intérieur au champ, par 
celles de V et de ses dérivées au contour. 

Au contraire on parvient à ce résultat par les formules (4), (6), (8) de. 
l’article précédent. Elles jouent dans le cas des ondes cylindriques un rôle 
tout à fait semblable à celui joué par la formule de KIRCHHOFF. Elles ont 
aussi la même interprétation physique que celle-ci. Considérons en effet 
les fonctions 


Ven = fs), 
(10) Ven o Ea 


où f est une fonction arbitraire. 

Dans la première formule nous supposerons que f s'évanouit pour 
toute valeur de l’argument inférieure à une certaine limite, et dans la deu- 
xième au contraire on supposera que f s'évanouit pour les valeurs de largu- 
ment supérieures à une certaine limite. 

Les trois fonctions (10) satisfont à l'équation (2) et n’ont de singu- 
larités qu'au point 7 = o où elles deviennent infinies du même ordre que 
log 7. 

De la même maniere qu’on fait correspondre l'intégrale (1) aux ondes 
sphériques on peut référer les fonctions (10) aux ondes cylindriques pro- 
gressives ou régressives, relatives à une ligne lumineuse. 

En comparant donc les formules (4), (6), (8) de l’article précédent avec 
celle de KIRCHHOFF, on voit tout de suite qu’elles représentent sous une 
forme mathématique le principe de HUYGHENS dans le cas des ondes cylin- 


driques. 
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On pourrait montrer que les mêmes formules peuvent s'obtenir directe- 
ment des intégrales (10), mais nous ne développerons pas ici ces calculs (%, 


4. Enfin posors 
tukx y, = ARU (x, y). 


L'équation (2) deviendra 


ay, y 2 
9x2 T dy? + a Y =0 


et les formules (7) et (8) de l’article 10 se réduiront aux suivantes 


Y (2,9) A le: 


(11) 
o= f(a wq, (ar) — 4 )és 


où Y, et I, dénotent les Pan K Bai de BESSEL de deuxième et de première 
espèce. Les deux formules (11) ont été données par M. WEBER ) et dépen- 
dent des équations (7), (8) de Particle 10 de la même façon que la formule 
bien connue découverte par M. HELMHOLTZ ® est liée avec celle de KIRCH- 
HOFF dont nous avons parlé dans cet article. 


Art. 12. — REMARQUE RELATIVE À UNE QUESTION DE CALCUL DES VARIATIONS. 


1. Supposons qu’on propose la question suivante: Déterminer lu fonction 
U (x,y, £ de telle façon que la première variation de l'intégrale triple 


v =/F(U 5 2,9. dr dy de 
$ 


soit nulle, S étant une partie de l'espace à trois dimensions x , y ,t. 
Par les règles bien connues du calcul des variations on aura 


a a Jo IF o UE 20 D SU + su y, PU )dx dy dt 


où l’on a posé 
à Y LO 


(6) Voir ma Note: Sulle vibrazioni luminose nei mezzi isotropi. « Rend. R. Acc. dei 
Lincei », ser. 5%, vol: I, 2° Sem. 1892, p. 161. [In queste Opere: volume primo, XXXIV, 
p- 559]. 2 * 

(7) Ueber die Integration ps PR 7e Differentialgleichung —- e => + en + Zu =0. 
«Math. Annalen », vol. I, 1869, p. 1. rs 


(8) Theorie der Lufischwingungen in Röhren mit offenen Enden. «Wiss. Abhandlun- 
gen», vol..I. 
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En supposant U,,U,,U, continues on aura par des intégrations par 
parties 
°F 9 JE 9 °F 9 JE 


2 2 
Cd cos ny + P cos nt) do, 
2 9Uz 


n étant la normale au contour © dirigée vers l’intérieur de S. 
On obtiendra donc l'équation du 2è" ordre 


3F 2 F 2 9F ao TA 
JU ox OU; dy OÙ: 0 OÙ; 


2. Prenons garde que pour établir l'équation précédente on a supposé 
la continuité des dérivées U, , U,, U,. On peut maintenant se proposer les 
questions: U éfant toujours continue, quelles seront les surfaces où les dérivées 
U,,U,,U, pourront être discontinues en sorte que la variation de V soit tou- 
jours nulle ? À quelles conditions devront satisfaire les valeurs des dérivées des 
deux côtés des surfaces de discontinuité ? 
| Supposons qu'il y ait une seule surface de discontinuité À qui partage 
l’espace S en deux parties S, ,S, et le contour en 6, et 6,. Soit v la normale 
à la surface À dirigée vers l’intérieur de S,. On aura 


E JG SU + © 0 SU, + 39786, + 397 r- 5Us)aS, 


ohi [Cv SU + 30 SU D SU, +37? | U,) 45... 


Mais par des intégrations par parties on trouve 


Jo SU + SU, + SU, + 9, U,)as, 


Ml o CA 
mE Hur dx JU, y AU, Æ su) PU 48, 


oF °F oF 
en f (SE cos MX + ¿py COS Y + gg; COS nt) SU do 
o 


RE [Gr COS VX + == 70% D cos wy + gg, cos w) SU dA , 


A 
2F 9F 9F 3F 
E SU + + SU, + a SU: +3p 3U,)as, 


èF 2 SF | 2 IF ? 
= Fo + D SU TÍ 20,)PU as, cs 
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SF oF °F 
sg (T; cos nx + FU, “Os MY + JU, os nt) OÙ do 
+ f E COS vx + + T cos vy + € cos vz) OU dA. 


Désignons par 
2F 9F\. (IFY 
U; ; U, ) U; ) (0 au) i (oz A Fe) 


les valeurs limites de U, ,U, ,U, , 2FRU, , 9F/9U, ,9F/9U,, lorsqu'on s'ap- 
. proche indéfiniment d'un point de la surface A du côté de l’espace S, , et dési- 
gnons par les mêmes symboles avec deux suffixes les valeurs limites qu’on 
trouve lorsqu'on s'approche indéfiniment du même point du côté des, . 


p 


Ajoutant membre à membre les deux équations précédentes, on aura alors 


IE : MEN 
2... [Go ie AT RU TU 20,)9U as 


“ai (e cos nx + T cos ny + => A. cos nt) OÙ do 


= HE E 


4 l) (a) | cos vi ' dUdA. 
3 3 
Donc en tout point de S, excepté ceux qui appartiennent à À, il sera 


+ 3F 2 € M à à Ms 
(1) AU di OU, y 96, D WU 


et sur À on aura 
Lu) or Y” ve + (o) SAUT ee 
DU Lo E PT E 1579 E E: 0/0) Y 7 
9F Y °F )] ; 
== (arm | | cos v = 0. 
+ (a0) (er; 
Prenons sur À un système de coordonnées curvilignes à, u. Puisque 


U est continue on aura 
(5) = JU ES j= ÉS 
dA EN du) a nr.) 
où les suffixes dénotent de quel côté de la surface À on prend les valeurs 
_ des dérivées. Les deux équations précédentes peuvent s'écrire 


(2) 


fat EIC , ma © 
HU, — US) + +U, —U) 3 =0, 


Uin 


U: Ur) SE + UU UU 
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d'oú 

ATT AEB) ASA EN 
EEE 0 O A 0 A 


= COS YX : COS VY : COS VÉ. 


L'équation (2) deviéntlta donc 
o ol) (0) uu + [6 ) (+07) |: us 


9F Y °F Y” " 
=— )—I=7) |U} —U;). 
+ (aus) (507) 1 8 3) 
L équation (4) nous donne une condition relative à la discontinuité, tandis 


que les équations (3) donnent les conditions auxquelles doit satisfaire la sur- 
face A. | 


Il est évident que si, au lieu d’une seule surface, on avait plusieurs 
surfaces de discontinuité, sur chacune on aurait vérifiées les conditions (3), (4). 


3. Appliquons les résultats qu’on vient de trouver au cas où 


dl 2 a a 


L*équation (1), dans ce cas, se réduira à l’autre 


c'est à dire à l’équation (A) du premier article. 

Les conditions (3), (4) deviendront 

(5) U; —U; :U, —U; : U} —U; = cos vx : cos vy : cos vé, 
(6) a? ((U, — U;)* + (Us —U:}}— (U; —U5)*=0 
c'est á dire 

1 _ (Ur —Ux)?+(U2s—U2) _ cos? w + cos? yy 


— ->-—__—_—— a — e E fr 3 É 
a? (U3 —Uj3)? cos? vé Brie 


tg ví = +>. 


Donc, dans ce cas, les surfaces de discontinuité seront les enveloppes des 
cônes AŸ et la condition relative à la discontinuité sera donnée par l’équa- 
tion (6). 

Il est aisé de voir quelle relation a lieu entre ce résultat et la théorie 
du choc dans un milieu élastique. 
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